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[d’apre`s Abramovich, Karu, Matsuki, W lodarczyk et Morelli]
par Laurent BONAVERO
1. INTRODUCTION
Dans tout ce texte, K de´signe un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle (la non
nullite´ de la caracte´ristique est essentielle dans les parties 2 et 5, les constructions des parties 3
et 4 sont cependant valables en caracte´ristique arbitraire).
1.1. Rappels sur les e´clatements
Si n ≥ 2 et si V est un K-espace vectoriel de dimension n, on note PK(V ) l’espace projectif
des droites vectorielles de V . Si V = Kn, on note simplement Pn−1 = PK(V ). Conside´rons
B0(K
n) = {(v, d) ∈ Kn ×Pn−1 | v ∈ d}.
Si (x1, . . . , xn) sont les coordonne´es sur K
n et [y1 : . . . : yn] les coordonne´es homoge`nes associe´es
sur Pn−1, alors
B0(K
n) = {(x, y) ∈ Kn ×Pn−1 | ∀i, j , xiyj = xjyi}.
Il en de´coule que B0(K
n) est une sous-varie´te´ alge´brique ferme´e lisse deKn×Pn−1. La premie`re
projection pi : B0(K
n) → Kn est une application re´gulie`re birationnelle qui se restreint en un
isomorphisme pi : B0(K
n) \ pi−1(0) → Kn \ {0} avec pi−1(0) = {0} × Pn−1. L’application
birationnelle pi : B0(K
n)→ Kn s’appelle l’e´clatement de Kn en 0 ; 0 est le centre de pi et pi−1(0)
est le diviseur exceptionnel de pi.
Plus ge´ne´ralement, si Y est une sous-varie´te´ ferme´e lisse d’une varie´te´ alge´brique lisse X, il y a
une varie´te´ alge´brique lisse BY (X) et une application re´gulie`re birationnelle pi : BY (X)→ X qui
se restreint en un isomorphisme pi : BY (X) \ pi
−1(Y )→ X \ Y et pi−1(Y ) ≃ P(NY/X ) ou` NY/X
de´signe le fibre´ normal de Y dans X. L’application birationnelle pi : BY (X) → X s’appelle
l’e´clatement de X le long de Y , ou de centre Y et pi−1(Y ) est le diviseur exceptionnel de pi.
Moralement, on remplace chaque point y de Y par l’espace projectif des directions normales a`
Y dans X passant par y. Si la donne´e initiale est BY (X), on dit encore que pi : BY (X)→ X est
une contraction de centre Y (e´clatement et contraction de´signent donc dans ce texte la meˆme
application birationnelle, ils sont utilise´s respectivement suivant que la donne´e initiale est X
(resp. BY (X)) et la donne´e finale BY (X) (resp. X)).
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1.2. Enonce´ du the´ore`me principal
C’est un proble`me classique depuis une trentaine d’anne´es de savoir si on peut de´composer
une application birationnelle entre deux varie´te´s alge´briques comple`tes lisses en une suite d’e´cla-
tements et contractions de centres lisses. En dimension 1, la question est vide : toute application
birationnelle entre deux courbes alge´briques comple`tes lisses est un isomorphisme. Dans le cas
des surfaces, on sait depuis un sie`cle que toute application birationnelle entre surfaces comple`tes
lisses est une suite d’e´clatements et contractions de centre des points (voir par exemple [BPV84]).
Le proble`me e´tait ouvert de`s la dimension trois.
Nous donnons dans cet expose´ les grandes lignes de la de´monstration du the´ore`me suivant,
duˆ a` Abramovich, Karu, Matsuki, W lodarczyk [AKMW99] et W lodarczyk [Wlod99].
The´ore`me 1.1.— Soit ϕ : X1 99K X2 une application birationnelle entre deux varie´te´s alge´-
briques comple`tes et lisses X1 et X2 sur K. Alors, ϕ se factorise en une suite d’e´clatements
et de contractions de centres lisses. Autrement dit, il y a une suite d’applications birationnelles
entre varie´te´s alge´briques comple`tes et lisses
X1 = V0
ϕ0
99K V1
ϕ1
99K · · ·
ϕi−1
99K Vi
ϕi
99K Vi+1
ϕi+1
99K · · ·
ϕl−2
99K Vl−1
ϕl−1
99K Vl = X2
de sorte que ϕ = ϕl−1 ◦ϕl−2 ◦ · · ·ϕ1 ◦ϕ0 et pour tout i, ϕi : Vi 99K Vi+1 ou ϕ
−1
i : Vi+1 99K Vi est
une application re´gulie`re obtenue en e´clatant une sous-varie´te´ irre´ductible lisse.
Ce texte est pour l’essentiel une reprise de [AKMW99] et [Mat99], dans lesquels on trouvera
beaucoup plus de pre´cisions, une liste de re´fe´rences tre`s comple`te ainsi qu’une discussion de´taille´e
des extensions ou ge´ne´ralisations du the´ore`me 1.1.
Mentionnons aussi que le the´ore`me de factorisation admet les raffinements fondamentaux
suivants :
• si ϕ est un isomorphisme sur un ouvert U , le centre de chaque ϕi ou ϕ
−1
i peut eˆtre choisi
disjoint de U ,
• si X1 et X2 sont des varie´te´s projectives, chaque Vi peut eˆtre choisie projective,
• si X1 et X2 ne sont pas suppose´es comple`tes, toute application birationnelle propre (voir
[Har77] pour cette notion) entre X1 et X2 se factorise en une suite d’e´clatements et de
contractions de centres lisses,
• si X1 et X2 sont deux varie´te´s analytiques complexes compactes lisses, toute application
bime´romorphe propre entre X1 et X2 se factorise en une suite d’e´clatements et de con-
tractions de centres analytiques lisses.
Pour simplifier l’exposition, nous nous contenterons de renvoyer a` [AKMW99] et [Mat99] pour
une de´monstration de ces points.
Faisons aussi les remarques suivantes :
• la factorisation n’est e´videmment pas unique,
• dans le cas des surfaces, si ϕ est re´gulie`re, alors toutes les ϕi peuvent eˆtre choisies
re´gulie`res. Ceci est faux en dimension supe´rieure ou e´gale a` trois,
• la factorisation de´crite dans le the´ore`me 1.1 est une solution positive au proble`me de
factorisation faible ; le proble`me de factorisation forte (au sens ou` il existe un entier i0
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tel que pour tout i ≤ i0, ϕ
−1
i est re´gulie`re et pour tout i ≥ i0 + 1, ϕi est re´gulie`re) est un
proble`me ouvert a` ce jour en dimension supe´rieure ou e´gale a` trois.
1.3. Quelques mots sur la de´monstration du the´ore`me 1.1
La de´monstration du the´ore`me 1.1 est en certain sens une victoire de la ge´ome´trie torique.
En effet, la ligne directrice est une re´duction (en plusieurs e´tapes, certaines utilisant fonda-
mentalement des techniques toriques) au cas d’une application birationnelle e´quivariante entre
varie´te´s toriques, cas re´solu par Morelli [Mor96] et W lodarczyk [Wlo97], puis e´tendu au cadre
toro¨ıdal par Abramovich, Matsuki et Rashid [AMR99]. Il est bien connu depuis quelques anne´es
que la ge´ome´trie des varie´te´s toriques (ou des plongements toro¨ıdaux), gouverne´e par des objets
combinatoires simples issus de la ge´ome´trie convexe, donne une bonne vision locale de certaines
proprie´te´s des varie´te´s alge´briques (voir par exemple l’existence d’alte´rations due a` De Jong).
L’expose´ qui suit donnera, je l’espe`re, envie au lecteur de mieux connaˆıtre ou de de´couvrir ces
techniques ; ce texte ne remplac¸ant certainement pas l’e´norme effort pe´dagogique que constitue
le texte [Mat99] de K. Matsuki.
1.4. Remerciements
Merci aux colle`gues qui m’e´coutent parler d’e´clatements depuis plusieurs anne´es, ils sont trop
nombreux pour eˆtre tous mentionne´s. Merci a` Michel Brion, Laurent Manivel, Kenji Matsuki
et Emmanuel Peyre pour m’avoir aide´ a` pre´parer ce texte, et plus particulie`rement a` Ste´phane
Guillermou, infatigable relecteur de multiples versions pre´liminaires. Je de´die ce travail a` mon
fils Alex, et a` Marguerite sa maman.
2. COBORDISME BIRATIONNEL ET ACTION DE K∗
La notion de cobordisme birationnel a e´te´ de´gage´e par W lodarczyk [Wlo97], suite au travail
fondamental de Morelli [Mor96] dans le cadre des varie´te´s toriques. L’ide´e essentielle est la
suivante : la the´orie de Morse sur les varie´te´s (diffe´rentiables re´elles) permet de reconstruire
topologiquement une varie´te´ donne´e X a` partir d’une fonction de Morse f sur X. Le passage
des points critiques de f (qui sont aussi les points fixes du champ de vecteurs grad(f) lorsque
X est munie d’une me´trique riemannienne) correspond aux changements de topologie par ajout
d’une cellule. A un morphisme birationnel entre X1 et X2 de dimension n, on associe une varie´te´
alge´brique de dimension n + 1 munie d’une action de K∗, avec un ordre sur les composantes
connexes de points fixes. L’action de K∗ joue le roˆle du champ de vecteurs grad(f) et a` chaque
composante connexe de K∗-points fixes, on associe une application birationnelle e´le´mentaire,
dont on montre qu’elle est “localement torique”.
2.1. Rappels sur les K∗-actions
Lorsque le groupe multiplicatif K∗ agit alge´briquement sur une varie´te´ alge´brique X, pour
t ∈K∗ et x ∈ X, le re´sultat de l’action de t sur x sera note´ t · x. On note X/K∗ l’ensemble des
orbites de l’action et XK
∗
l’ensemble des K∗-points fixes de X.
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De´finition. Un bon quotient ou quotient cate´gorique Y = X//K∗ est la donne´e d’une varie´te´
alge´brique Y et d’une application re´gulie`re pi : X → Y constante sur les K∗-orbites de sorte
que pour tout ouvert affine U de Y , pi−1(U) est un ouvert affine de X et l’application induite
pi∗ : OY (U)→ (OX(pi
−1(U)))K
∗
est un isomorphisme (ici, (OX(pi
−1(U)))K
∗
de´signe les e´le´ments
K∗-invariants de OX(pi
−1(U))). Si de plus les fibres de pi sont exactement les orbites, alors Y
est appele´ quotient ge´ome´trique.
Rappelons (voir par exemple [MFK94] ou [Dol94]) que K∗ e´tant un groupe re´ductif, pour
toute varie´te´ affine X munie d’une action alge´brique de K∗, le quotient cate´gorique X//K∗
existe et ses points correspondent aux K∗-orbites ferme´es. De plus X//K∗ est normale si X
l’est.
Notations. Soit X une varie´te´ alge´brique sur laquelle K∗ agit alge´briquement. Introduisons
les deux sous-ensembles localement ferme´s de X suivant :
X+ = {x ∈ X | lim
t→∞
t · x n’existe pas dans X}
et
X− = {x ∈ X | lim
t→0
t · x n’existe pas dans X}.
Pre´cisons ici que “limt→0 t · x existe dans X” signifie que l’application re´gulie`re de K
∗ dans X
qui a` t associe t · x s’e´tend en une application re´gulie`re de K dans X ayant limt→0 t · x pour
valeur en 0.
Premier exemple fondamental. Conside´rons l’action alge´brique deK∗ surX = Kn+1 de´finie
par t · (x1, . . . , xn+1) = (t
a1x1, . . . , t
an+1xn+1) ou` les ai sont des entiers premiers entre eux tels
que ai < 0 pour 1 ≤ i ≤ α et ai > 0 pour α+1 ≤ i ≤ n+1 pour un entier α tel que 2 ≤ α ≤ n.
Alors X+ = X \ (K
α × {0}) et X− = X \ ({0} ×K
n+1−α). Les quotients ge´ome´triques X+/K
∗
et X−/K
∗ existent, ainsi que le quotient cate´gorique X//K∗ et on a un diagramme commutatif :
X−/K
∗
ϕ−
%%J
JJ
JJ
JJ
JJ
ϕ
//_________ X+/K
∗
ϕ+
yytt
tt
tt
tt
t
X//K∗
Si 0 ∈ X//K∗ de´signe l’unique K∗-orbite ferme´e de X, la fibre ϕ−1+ (0) (resp. ϕ
−1
− (0)) est
isomorphe a` l’espace projectif a` poids P(aα+1, . . . , an+1) (resp. P(a1, . . . , aα)) De plus, ϕ+ et
ϕ− se restreignent en des isomorphismes sur l’ouvert (X− ∩ X+)/K
∗, ainsi ϕ = ϕ−1+ ◦ ϕ− :
X−/K
∗
99K X+/K
∗ est une application birationnelle.
2.2. Cobordisme birationnel
La de´finition suivante sera l’outil fondamental dans toute la suite.
De´finition. Soit ϕ : X1 99K X2 une application birationnelle entre deux varie´te´s alge´briques
comple`tes et lisses X1 et X2 surK. Un cobordisme birationnel pour ϕ est la donne´e d’une varie´te´
alge´brique normale B telle que :
(i) le groupe multiplicatif K∗ agit de fac¸on effective sur B (i.e.
⋂
x∈B Stab(x) = 1),
(ii) les ensembles B− et B+ sont des ouverts (de Zariski) non vides,
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(iii) les quotients ge´ome´triques B−/K
∗ et B+/K
∗ existent et sont respectivement isomorphes
a` X1 et X2,
(iv) si ψ : B− 99K B+ est l’application birationnelle induite par les inclusions B− ∩B+ ⊂ B−
et B− ∩B+ ⊂ B+, le diagramme suivant est commutatif :
B−

ψ
//___ B+

X1
ϕ
//___ X2
Dans le premier exemple fondamental, X = Kn+1 est un cobordisme birationnel pour ϕ :
X−/K
∗
99K X+/K
∗.
Deuxie`me exemple fondamental (voir aussi [Ful84]). Soient X une varie´te´ alge´brique
comple`te et lisse, Y une sous-varie´te´ irre´ductible lisse de X et ϕ : X1 → X2 = X l’e´clatement
de X de centre Y . Construisons un cobordisme birationnel pour ϕ. Soit W la varie´te´ alge´brique
X2 ×P
1 sur laquelle le groupe K∗ agit alge´briquement par multiplication sur le second facteur.
Notons Y = Y × {0} ⊂ W et soit B la varie´te´ alge´brique comple`te et lisse obtenue en e´clatant
W le long de Y . Comme Y est inclus dans l’ensemble des K∗-points fixes de W , l’action de K∗
sur W se rele`ve en une action sur B. La transforme´e stricte D1 de X2×{0} est isomorphe a` X1
si bien que B posse`de deux diviseurs constitue´s de K∗-points fixes, l’un, D1, isomorphe a` X1 et
l’autre, note´ D2 et e´gal a` l’image inverse dans B de X2 × {∞}, isomorphe a` X2. Posons alors
B = B \ (D1 ∪ D2). Soit E le diviseur exceptionnel de l’e´clatement B → W . Ce diviseur est
isomorphe a` P(NY /W ) = P(NY/X2 ⊕0) et est K
∗-invariant (0 de´signe le fibre´ en droites trivial).
Remarquons que l’ensemble des K∗-points fixes de B correspond a` l’image de P(NX2×{0}/W |Y )
dans l’identification pre´ce´dente et est donc naturellement isomorphe a` Y . C’est ensuite un
exercice facile de voir que B est un cobordisme birationnel pour ϕ. La figure suivante repre´sente
le cas de l’e´clatement d’un point dans une surface et devrait e´clairer le lecteur.
X2 × {∞}p
p
X2 × {0}
•
•
•
•
X2 × {∞}
E
X1
p
Figure 1. Cobordisme birationnel : e´clatement d’un point
2.3. Construction de cobordisme birationnel
On de´montre ici le re´sultat suivant, duˆ a` W lodarczyk [Wlo99] :
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The´ore`me 2.1.— Soit ϕ : X1 → X2 une application re´gulie`re birationnelle entre deux varie´te´s
projectives lisses. Alors, il existe une varie´te´ projective lisse B munie d’une action alge´brique
effective de K∗ ve´rifiant :
(i) il existe deux plongements ι1 : X1 → B
K∗
et ι2 : X2 → B
K∗
d’images disjointes,
(ii) la varie´te´ B = B \ (ι1(X1) ∪ ι2(X2)) est un cobordisme birationnel pour ϕ.
De´monstration. Elle suit de pre`s la construction du deuxie`me exemple fondamental. Comme
ϕ : X1 → X2 est une application re´gulie`re birationnelle entre deux varie´te´s projectives, il existe
un faisceau d’ide´aux I ⊂ OX2 cohe´rent tel que ϕ soit l’e´clatement de I (voir par exemple [Har77]
page 166). Soit W la varie´te´ alge´brique X2 ×P
1 sur laquelle le groupe K∗ agit alge´briquement
par multiplication sur le second facteur. Soit J = (p−11 I + p
−1
2 I0)OW ou` I0 est l’ide´al du point
0 de P1 et soit pi : W˜ → W l’e´clatement de J . Comme J est K∗-invariant, l’action de K∗ sur
W se rele`ve a` W˜ . La varie´te´ W˜ est projective et en ge´ne´ral singulie`re. La transforme´e stricte
D1 de X2 ×{0} est isomorphe a` X1 et, e´tant lisse, de Cartier et d’e´quation locale d’ordre 1, est
incluse dans le lieu re´gulier de W˜ . Soit alors B une de´singularisation canonique de W˜ (une telle
de´singularisation est obtenue par une suite d’e´clatements le long de centres lisses disjoints du
lieu re´gulier de W˜ et est naturellement munie d’une action alge´brique de K∗ relevant l’action
de K∗ sur W ; de telles de´singularisations existent, voir la partie 5 pour plus de de´tails). Alors,
la pre´-image D′1 de D1 dans B est isomorphe a` X1, la pre´-image D
′
2 de X2 × {∞} dans B est
isomorphe a` X2 et B = B \ (D
′
1 ∪D
′
2) est un cobordisme birationnel pour ϕ.
2.4. Filtrabilite´
La notion de cobordisme filtrable est due a` Morelli [Mor96] et W lodarczyk [Wlo97], son origine
se situe dans les travaux de Bialynicki-Birula.
De´finition. Soit B une varie´te´ alge´brique munie d’une action alge´brique de K∗. Si F1 et F2
sont deux composantes connexes de BK
∗
, on dit que F1 pre´ce`de F2, que l’on note F1 ≺ F2, s’il
existe x ∈ B \BK
∗
tel que limt→0 t · x ∈ F1 et limt→∞ t · x ∈ F2.
La relation ≺ n’est en ge´ne´ral pas transitive.
De´finition. Soit B une varie´te´ alge´brique munie d’une action alge´brique de K∗. On dit que B
est filtrable si’il n’y a pas de ≺-cycle de composantes connexes de BK
∗
F1 ≺ F2 ≺ · · · ≺ Fm ≺ F1.
En particulier, il n’y a pas de composante connexe F de BK
∗
telle que F ≺ F .
Le lemme suivant est e´le´mentaire mais essentiel :
Lemme 2.2.— Soit B une varie´te´ alge´brique lisse munie d’une action alge´brique de K∗. Si B
est quasi-projective, alors B est filtrable.
De´monstration. Par un re´sultat de Sumihiro [Sum74] [Sum75], il existe une immersion locale-
ment ferme´e et e´quivariante de B dans un espace projectif P(V ) ou` V est un espace vectoriel
sur lequel K∗ agit line´airement et alge´briquement. Comme l’action de K∗ est alge´brique, V
se de´compose en espaces propres V =
⊕m
k=0 V (ak) ou` les ak sont des entiers relatifs ordonne´s
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a0 < · · · < am et K
∗ agit sur xk ∈ V (ak) par t · xk = t
akxk (les ak sont les poids de la
repre´sentation V ). L’observation suivante est e´le´mentaire mais cruciale : soit x ∈ P(V ) que l’on
rele`ve en x¯ = x0 ⊕ · · · ⊕ xm dans V . Soit min(x) (resp. max(x)) le plus petit (resp. grand)
indice i dans {0, . . . ,m} tel que xi 6= 0. Alors limt→0 t · x (resp. limt→∞ t · x) est l’image dans
P(V ) de xmin(x) (resp. xmax(x)).
Les composantes connexes de (P(V ))K
∗
sont les Cak = P(V (ak)) et le lemme repose sur le fait
suivant : s’il existe x dans P(V )\(P(V ))K
∗
tel que limt→0 t ·x ∈ Cai et limt→∞ t ·x ∈ Caj , alors,
d’apre`s l’observation pre´ce´dente, ai < aj . De la`, si F est une composante connexe de B
K∗ et
si a(F ) est l’unique entier tel que F ⊂ Ca(F ), on de´duit que F ≺ F
′ implique a(F ) < a(F ′). Il
s’ensuit que B est filtrable.
2.5. De´composition d’un cobordisme birationnel et the´orie ge´ome´trique des
invariants
Soit ϕ : X1 → X2 une application re´gulie`re birationnelle entre deux varie´te´s projectives lisses
et soit B un cobordisme birationnel quasi-projectif (et donc filtrable d’apre`s ce qui pre´ce`de)
pour ϕ donne´ par le the´ore`me 2.1. Dans le paragraphe pre´ce´dent, on a associe´ a` B une suite
de poids entiers ordonne´s (ai)i=0,... ,m, et quitte a` remplacer V par Sym
2(V ), on peut supposer
de plus que tous les poids ak sont pairs, en particulier ai < ai + 1 < ai+1. Rappelons aussi
qu’a` toute composante connexe F de BK
∗
correspond l’un de ces poids a(F ). Si x appartient a`
BK
∗
, x appartient a` une unique composante connexe F de BK
∗
et on note a(x) le poids a(F )
correspondant.
Notations. Soit ai l’un des poids pre´ce´dents. On note Bai le comple´mentaire dans B de
{x |x∞ = lim
t→∞
t · x existe dans B et a(x∞) < ai} ∪
{x |x0 = lim
t→0
t · x existe dans B et a(x0) > ai}.
Remarquons que chaque Bai contient l’ouvert B− ∩ B+ et que si x est un point fixe dans
Bai , alors a(x) = ai. En particulier, d’apre`s le paragraphe 2.4, il n’existe pas de point x dans
Bai \B
K∗
ai tel que limt→0 t · x et limt→∞ t · x existent dans Bai .
Le lemme suivant est imme´diat :
Lemme 2.3.— Avec les notations pre´ce´dentes, (Bai)+ = (Bai+1)− pour tout 0 ≤ i ≤ m − 1.
De plus, B− = (Ba0)− et B+ = (Bam)+.
Le re´sultat suivant est duˆ a` W lodarczyk [Wlo99], il voit son origine dans les travaux de
Guillemin-Sternberg [GuS89] et Brion-Procesi [BrP90] :
Proposition 2.4.— Le quotient cate´gorique Bai//K
∗ et les quotients ge´ome´triques (Bai)−/K
∗
et (Bai)+/K
∗ existent. De plus, Bai est un cobordisme birationnel pour
ϕi : (Bai)−/K
∗
99K (Bai)+/K
∗.
De´monstration. Les notations e´tant celles de la de´monstration du lemme 2.2, soit ρ0 l’action de
K∗ sur V =
⊕m
k=0 V (ak) et pour un entier r ∈ Z, soit ρr l’action de K
∗ obtenue en “tordant” ρ0
par t−r. Autrement dit, si xk ∈ V (ak), on a ρr(t) ·xk = t
ak−rxk. Evidemment, l’action de ρr sur
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P(V ) est e´gale a` l’action initiale ρ0, mais ρr induit un changement de line´arisation sur leK
∗-fibre´
en droites ample OP(V )(1). Sous l’hypothe`se que les poids de l’action ve´rifient ai + 1 < ai+1,
on observe que Bai (resp. (Bai)−, resp. (Bai)+) est le lieu des points semi-stables de B pour le
fibre´ en droites OP(V )(1) line´arise´ par ρai (resp. ρai−1, resp. ρai+1). La the´orie ge´ome´trique des
invariants [MFK94] [Dol94] assure alors que les quotients cate´goriques Bai//K
∗, (Bai)−//K
∗ et
(Bai)+//K
∗ existent, et comme de plus chaque orbite de (Bai)− (resp. (Bai)+) est ferme´e dans
(Bai)− (resp. (Bai)+), les quotients (Bai)−//K
∗ et (Bai)+//K
∗ sont des quotients ge´ome´triques.
De plus, le quotient cate´gorique pii : Bai → Bai//K
∗ est un morphisme affine. Notons enfin qu’il
y a un diagramme commutatif :
(Bai)−/K
∗
(ϕi)− &&M
MM
MM
MM
MM
MM
ϕi
//__________ (Bai)+/K
∗
(ϕi)+xxqq
qq
qq
qq
qq
q
Bai//K
∗
si bien que le cobordisme birationnel ϕi : (Bai)−/K
∗
99K (Bai)+/K
∗ s’interpre`te comme un
changement de line´arisation pour la restriction a` Bai du K
∗-fibre´ en droites ample OP(V )(1).
Faisons le point : si ϕ : X1 → X2 est une application re´gulie`re birationnelle entre deux
varie´te´s projectives lisses, ce qui pre´ce`de montre que ϕ se factorise en une suite d’applications
birationnelles
X1 = V0
ϕ0
99K V1
ϕ1
99K · · ·
ϕi−1
99K Vi
ϕi
99K Vi+1
ϕi+1
99K · · ·
ϕm−1
99K Vm
ϕm
99K Vm+1 = X2
ou` chaque ϕi : Vi 99K Vi+1 est un cobordisme birationnel ϕi : (Bai)−/K
∗
99K (Bai)+/K
∗, la
varie´te´ Bai e´tant une K
∗-varie´te´ quasi-projective pour laquelle le quotient cate´gorique Bai//K
∗
existe.
2.6. Structures localement toriques
Nous allons expliquer dans ce paragraphe, en montrant que l’on peut munir les varie´te´s Bai
construites pre´ce´demment d’un atlas de “cartes e´tales fortement toriques”, que la de´composition
obtenue pre´ce´demment est une de´composition en applications “localement toriques”. Ceci est
un point essentiel pour la suite ou` toutes les constructions e´labore´es (en particulier dans la partie
4) et la ve´rification de leurs proprie´te´s se feront a` l’aide de cet atlas.
Rappelons qu’une application re´gulie`re f : Z → X entre varie´te´s alge´briques est e´tale si elle
est lisse de dimension relative 0. De fac¸on e´quivalente, f est e´tale si pour tout z ∈ Z, f induit
un isomorphisme f∗ : OˆX,f(z) → OˆZ,z entre les comple´te´s des anneaux locaux. Sur le corps des
nombres complexes, f est e´tale si et seulement si f est un biholomorphisme local.
De´finition. Soit f : Z → X un morphisme e´tale, K∗-e´quivariant entre deux varie´te´s alge´briques
affines munies d’une action de K∗. On dit que f est fortement e´tale si et seulement si f//K∗ :
Z//K∗ → X//K∗ est e´tale et l’application naturelle Z → Z//K∗×X//K∗X est un isomorphisme.
Soit V une varie´te´ alge´brique lisse munie d’une action alge´brique de K∗ et soit x ∈ V un
K∗-point fixe. Par un re´sultat de Sumihiro [Sum74] [Sum75], il existe un voisinage K∗-invariant
et affine Wx de x dans V . Comme x est un point fixe, le lemme fondamental de Luna [Lun73]
[MFK94] assure qu’il existe un voisinage K∗-invariant et affine Vx ⊂ Wx de x, sature´ pour
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la projection pix : Wx → Wx//K
∗, et un morphisme K∗-e´quivariant et fortement e´tale ηx :
Vx → Xx := TxV (ou` TxV est l’espace tangent de V en x). Comme l’action de K
∗ sur TxV se
diagonalise, il existe une base de vecteurs propres de TxV , faisant de TxV une varie´te´ torique
affine lisse ou`K∗ agit comme sous-groupe a` un parame`tre du tore (nous renvoyons au paragraphe
suivant pour les notions de ge´ome´trie torique).
En adaptant un peu cette construction, on obtient la proposition suivante, ou` l’on a repris les
notations des paragraphes pre´ce´dents :
Proposition 2.5.— Soit Bai comme dans le paragraphe 2.5 et soit pii : Bai → Bai//K
∗ le
quotient cate´gorique. Alors, pour tout x ∈ Bai , il y a un voisinage K
∗-invariant et affine Vx
de x, sature´ pour pii, une varie´te´ torique affine lisse Xx et un morphisme K
∗-e´quivariant et
fortement e´tale ηx : Vx → Xx.
Mentionnons ici que l’on peut choisir les Vx sature´s pour pii car pii est un morphisme affine.
Mentionnons aussi que la version en caracte´ristique non nulle du re´sultat de Luna donne´e par
Bardsley et Richardson [BaR85] peut s’appliquer ici si on ne suppose plus K de caracte´ristique
nulle.
De´finition. Dans la proposition 2.5, pour x ∈ Bai , on appelle carte torique fortement e´tale en
x la donne´e de ηx : Vx → Xx.
Ces cartes toriques fortement e´tales ont des proprie´te´s tre`s fortes, en particulier :
• (Bai)− ∩ Vx = (Vx)− et (Bai)+ ∩ Vx = (Vx)+,
• le morphisme ηx se restreint en des morphismes (ηx)− := (ηx)|(Vx)− : (Vx)− → (Xx)− et
(ηx)+ := (ηx)|(Vx)+ : (Vx)+ → (Xx)+ fortement e´tales et il y a un diagramme commutatif :
(Vx)−/K
∗
(ηx)−/K∗
 &&M
MM
MM
MM
MM
M
(Vx)+/K
∗
(ηx)+/K∗
xxqq
qq
qq
qq
qq
(Xx)−/K
∗
&&M
MM
MM
MM
MM
M
Vx//K
∗

(Xx)+/K
∗
xxqq
qq
qq
qq
qq
Xx//K
∗
La proposition 2.5 signifie donc que le cobordisme birationnel ϕi : (Bai)−/K
∗
99K (Bai)+/K
∗
est localement torique au sens ou`, au voisinage de tout point, et a` morphisme e´tale pre`s,
l’application birationnelle ϕi est torique. Il est essentiel de remarquer que nous sommes encore
loin d’avoir de´montre´ le the´ore`me de factorisation : d’une part les (Bai)−/K
∗ et (Bai)+/K
∗ sont
des varie´te´s singulie`res en ge´ne´ral, et d’autre part la structure torique de´pend du point x choisi
dans Bai .
Le but de la partie 4 est de de´composer un cobordisme birationnel donne´ en une suite de
cobordismes birationnels (en ge´ne´ral singuliers) “toro¨ıdaux”, ce qui signifie en un certain sens
que la “structure torique” ne de´pendra plus du point x choisi.
En attendant, dans la partie 3 suivante, nous nous inte´ressons au cadre torique.
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3. LE THE´ORE`ME DE MORELLI ET W LODARCZYK
Nous montrons ici le the´ore`me de factorisation faible des applications birationnelles toriques.
3.1. Rappels de ge´ome´trie torique et e´nonce´ du the´ore`me
Des re´fe´rences usuelles de ge´ome´trie torique sont [Ewa96], [Ful93] et [Oda88].
De´finition. Une varie´te´ torique (de dimension n) est une varie´te´ alge´brique normale, contenant
le tore T := (K∗)n comme ouvert (de Zariski), munie d’une action alge´brique de T prolongeant
l’action de T sur lui-meˆme.
Si M est un re´seau (i.e. un groupe abe´lien libre) de rang n, une varie´te´ torique XΣ de
dimension n munie d’une action du tore T = Hom(M,K∗) est de´finie par la donne´e d’un e´ventail
Σ, subdivision de l’espace vectoriel dual NQ := Hom(M,Z) ⊗Z Q par des coˆnes rationnels
polye´draux.
Si XΣ est une varie´te´ torique d’e´ventail Σ, a` chaque coˆne σ de Σ correspond naturellement
un ouvert affine T -invariant Uσ de XΣ de sorte que XΣ =
⋃
σ∈Σ Uσ. De plus, si σ ⊂ τ (i.e. σ
est une face de τ), alors Uσ ⊂ Uτ . Rappelons aussi qu’il y a une correspondance bijective entre
les orbites de T de codimension r dans XΣ et les coˆnes de dimension r de Σ. Pour σ ∈ Σ, on
note V (σ) l’adhe´rence de l’orbite correspondant a` σ ; si σ ⊂ τ , alors V (τ) ⊂ V (σ). Rappelons
enfin qu’une varie´te´ torique est lisse si et seulement si tous les coˆnes de Σ sont non-singuliers
(i.e. engendre´s par une famille de N := Hom(M,Z) pouvant se comple´ter en une base de N) et
comple`te si et seulement si le support de Σ est NQ.
Le the´ore`me de factorisation faible dans le cadre torique est duˆ a` Morelli [Mor96] et W lo-
darczyk [Wlo97], voir aussi [AMR99] et [Mat00] :
The´ore`me 3.1.— Soit ϕ : X1 99K X2 une application birationnelle e´quivariante entre deux
varie´te´s toriques comple`tes et lisses X1 et X2 sur K. Alors, ϕ se factorise en une suite
d’e´clatements et de contractions de centres lisses invariants. Autrement dit, il y a une suite
d’applications birationnelles e´quivariantes entre varie´te´s toriques comple`tes et lisses
X1 = V0
ϕ0
99K V1
ϕ1
99K · · ·
ϕi−1
99K Vi
ϕi
99K Vi+1
ϕi+1
99K · · ·
ϕl−2
99K Vl−1
ϕl−1
99K Vl = X2
de sorte que ϕ = ϕl−1 ◦ϕl−2 ◦ · · ·ϕ1 ◦ϕ0 et pour tout i, ϕi : Vi 99K Vi+1 ou ϕ
−1
i : Vi+1 99K Vi est
une application re´gulie`re obtenue en e´clatant une adhe´rence d’orbite du tore.
Dans la suite, nous donnons les grandes lignes de la preuve du the´ore`me 3.1. Mentionnons
ici que malgre´ les travaux [Mor96] et [AMR99], le proble`me de factorisation forte torique est
toujours ouvert, meˆme en dimension trois (voir [Mat00] pour une discussion des lacunes de
[Mor96] et [AMR99]).
3.2. Cobordisme torique en termes d’e´ventails, d’apre`s Morelli
Soient M un re´seau de rang n et N le re´seau dual Hom(M,Z). Soient N+ le re´seau (n+ 1)-
dimensionnel N ⊕ Z, NQ := N ⊗Z Q, N
+
Q := N
+ ⊗Z Q et pi la projection N
+
Q → NQ.
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Dans toute la suite et sauf mention explicite du contraire, tous les coˆnes rationnels σ de
N+Q que nous conside`rerons seront suppose´s simpliciaux (i.e. engendre´s par une famille libre
d’e´le´ments de N+) et pi-strictement convexes (i.e. pi(σ) est un coˆne strictement convexe de NQ).
De´finition. Soit σ un coˆne rationnel de N+Q On dit que σ est pi-inde´pendant si pi|σ est injective
(ceci signifie que Vect(σ) ne contient pas la direction verticale {0} ⊕Q). On dit que σ est pi-
de´pendant s’il n’est pas pi-inde´pendant. Soit σ un coˆne rationnel pi-inde´pendant de N+Q . On dit
que σ est pi-non-singulier si pi(σ) est un coˆne non-singulier de NQ. On dit que σ est pi-singulier
s’il n’est pas pi-non-singulier. On dit qu’un e´ventail de N+Q est pi-non-singulier si tous ses coˆnes
pi-inde´pendants sont pi-non-singuliers.
Nous noterons ν = (0, 1) ∈ N ⊕ Z = N+, ce vecteur correspond a` un sous-groupe a` un
parame`tre λν du tore N
+ ⊗Z K
∗ = T ×K∗.
Soit Σ un e´ventail simplicial de N+Q . De´finissons les faces supe´rieure et infe´rieure de Σ
∂+(Σ) = {x ∈ Σ |x+ εν /∈ Σ pour ε > 0 petit}
et
∂−(Σ) = {x ∈ Σ |x− εν /∈ Σ pour ε > 0 petit}.
De´finition. Soit σ un coˆne rationnel simplicial de N+Q . Nous dirons que σ est un circuit si σ
est pi-de´pendant et si toutes les faces strictes de σ sont pi-inde´pendantes.
Remarquons que tout coˆne rationnel simplicial pi-de´pendant de N+Q contient (i.e. comme face)
un unique circuit.
Soit τ un coˆne rationnel non-singulier pi-de´pendant de N+Q et soit σ l’unique circuit inclus
dans τ . Dans ce qui suit, nous allons montrer que Xτ munie de l’action du sous-groupe a`
un parame`tre λν est un cobordisme birationnel, que V (σ) est l’unique composante connexe de
λν-points fixes de Xτ et relier ∂−(τ) et ∂+(τ) a` (Xτ )− et (Xτ )+.
Pour cela, e´crivons τ = 〈ρ1, . . . , ρk, . . . , ρm〉 ou` les ρi sont les ge´ne´rateurs dans N
+ des faces
de dimension 1 de τ nume´rote´s de sorte que σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉. Comme τ est non-singulier,
on peut comple´ter la famille (ρ1, . . . , ρk, . . . , ρm) en une base (ρ1, . . . , ρm, . . . , ρn+1) de N
+.
La varie´te´ torique Xτ est isomorphe a` K
m × (K∗)n+1−m et contient l’ouvert affine invariant
Uσ = K
k×(K∗)n+1−k. Soit (u1, . . . , un+1) la base duale de (ρ1, . . . , ρn+1). Comme ν ∈ Vect(σ),
on a 〈ui, ν〉 = 0 pour i ≥ k + 1 et quitte a` renume´roter les ρj , on peut supposer que 〈ui, ν〉 > 0
pour 1 ≤ i ≤ l et 〈ui, ν〉 < 0 pour l+ 1 ≤ i ≤ k ou` l est un certain entier ve´rifiant 1 ≤ l ≤ k − 1
(un tel l existe car σ est pi-strictement convexe).
Le groupe K∗ agit comme sous-groupe a` un parame`tre λν sur x ∈ Xτ par
t · x = λν(t)(x1, . . . , xn+1) = (t
〈u1,ν〉x1, . . . , t
〈uk,ν〉xk, xk+1, . . . , xn+1).
Pour j ve´rifiant 1 ≤ j ≤ k, notons γj = 〈ρ1, . . . , ρˇj , . . . , ρm〉 ou` la notation ρˇj signifie que ρj
ne figure pas parmi les areˆtes de γi. C’est une face maximale de τ et les formules pre´ce´dentes
montrent que :
(Xτ )
K∗ = {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn+1)} = V (σ) ; (Xτ )+ =
⋃
1≤j≤l
Uγj ; (Xτ )− =
⋃
l+1≤j≤k
Uγj .
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Par ailleurs, c’est un exercice facile de montrer que
∂+(τ) =
⋃
1≤j≤l
γj et ∂−(τ) =
⋃
l+1≤j≤k
γj .
Ainsi, la varie´te´ torique Xpi(∂+(τ)) (resp. Xpi(∂−(τ))) d’e´ventail pi(∂+(τ)) (resp. pi(∂−(τ))) est la
varie´te´ torique (Xτ )+/K
∗ (resp. (Xτ )−/K
∗)) et Xτ est un cobordisme torique birationnel pour
ϕ : Xpi(∂−(τ)) 99K Xpi(∂+(τ)). Tout ceci est illustre´ par la figure 2.
pi(ρ2)
pi(ρ1)
pi(ρ4)
pi(ρ2)
pi(ρ4)
pi(ρ3)
v
ψ+
ϕ+
ρ1
ρ2
ρ3
ρ4
pi(ρ1)
ψ−
pi
ϕ
ϕ−
Xv
σ = τ ⊂ N+
Xτ//K
∗
pi(ρ2)
pi(ρ4)
pi(ρ3)
pi(ρ3)
pi(ρ1)
pi(ρ2)
pi(ρ4)
pi(ρ1)
X(pi(∂+(σ))) = (Xτ )+/K
∗
pi(ρ3)
X(pi(∂−(σ))) = (Xτ )−/K
∗
Figure 2. Cobordisme torique
Etudions maintenant l’application birationnelle ϕ : Xpi(∂−(τ)) 99K Xpi(∂+(τ)). Pour chaque
ρj, soit vj le ge´ne´rateur dans N de l’areˆte engendre´e par pi(ρj) et wj le rationnel tel que ρj
soit proportionnel a` (vj , wj) : on e´crit ρj = cj(vj , wj) ou` cj est un entier strictement positif.
Projetant l’e´galite´
ν = (0, 1) =
k∑
j=1
〈uj , ν〉ρj
sur le facteur NQ de N
+
Q , il vient :
k∑
j=1
〈uj , ν〉cjvj = 0.
Posons
v =
l∑
j=1
〈uj , ν〉cjvj = −
k∑
j=l+1
〈uj , ν〉cjvj ∈ N.
Ce vecteur v est dans l’inte´rieur relatif des coˆnes
〈v1, . . . , vl〉 =
k⋂
j=l+1
pi(γj) et 〈vl+1, . . . , vk〉 =
l⋂
j=1
pi(γj).
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Par conse´quent, les e´ventails obtenus par subdivision e´toile´e de pi(∂+(τ)) et de pi(∂−(τ)) par
rapport a` v sont e´gaux, si bien qu’il existe une varie´te´ torique Xv et un diagramme commutatif :
Xv
ψ−
xxqq
qq
qq
qq
qq
q
ψ+
&&M
MM
MM
MM
MM
MM
(Xτ )−/K
∗
ϕ−
&&M
MM
MM
MM
MM
M
ϕ
//__________ (Xτ )+/K
∗
ϕ+
xxqq
qq
qq
qq
qq
Xτ//K
∗
Si de plus le coˆne initial τ est pi-non singulier, alors (Xτ )−/K
∗ et (Xτ )+/K
∗ sont lisses et
v =
l∑
j=1
vj =
k∑
j=l+1
vj ∈ N,
de sorte que Xv est lisse, ψ+ : Xv → (Xτ )+/K
∗ et ψ− : Xv → (Xτ )−/K
∗ sont des e´clatements
le long de sous-varie´te´s lisses invariantes (voir la figure 2).
3.3. Cobordisme torique
Soit ϕ : XΣ′ → XΣ une application re´gulie`re birationnelle e´quivariante entre deux varie´te´s
toriques projectives lisses de dimension n et d’e´ventails respectifs Σ′ et Σ dans NQ. La con-
struction explique´e au paragraphe 2.3 s’adapte sans difficulte´ au cas torique (historiquement,
rappelons que c’est la construction torique qui a inspire´ le cas ge´ne´ral), si bien qu’il existe un
cobordisme birationnel B torique (au sens ou` l’action de K∗ sur B est celle d’un sous-groupe a`
un parame`tre du tore de B) quasi-projectif pour ϕ.
D’apre`s ce qui pre´ce`de, l’existence d’un tel B en termes d’e´ventails se traduit de la fac¸on
suivante. Il existe un e´ventail Σ non-singulier dans N+Q tel que pi(∂−(Σ)) = Σ
′, pi(∂+(Σ)) = Σ,
B est la varie´te´ torique d’e´ventail Σ et ϕ est le cobordisme birationnel ϕ : B−/K
∗ = XΣ′ →
B+/K
∗ = XΣ. Comme B est quasi-projectif, il y a un ordre sur les circuits de Σ (qui correspon-
dent aux composantes connexes des points fixes pour l’action du sous-groupe a` un parame`tre
ν = (0, 1)). Choisissons un circuit σ1 minimal pour cet ordre. Soient Star(σ1) = {τ ∈ Σ |σ1 ⊂
τ} et Star(σ1) = {τ
′ ∈ Σ | τ ′ ⊂ τ pour un τ dans Star(σ1)}. Alors comme σ1 est minimal,
∂−(Star(σ1)) ⊂ ∂−(Σ). Posons alors Σ1 = (Σ \ ∂−(Star(σ1))) ∪ ∂+(Star(σ1)). D’apre`s le para-
graphe pre´ce´dent, si B1 est la varie´te´ d’e´ventail Σ1 et si X1 est la varie´te´ torique d’e´ventail
Σ1 := pi(∂−(Σ1)), alors ϕ se de´compose en
ϕ : B−/K
∗ = XΣ′
ψ−
← Xv
ψ+
→ XΣ1 = (B1)−/K
∗ ϕ1
99K XΣ = (B1)+/K
∗ = B+/K
∗,
et on peut recommencer avec le cobordisme B1. Si de plus Σ est pi-non singulier, alors XΣ1 et
Xv sont lisses, ψ− et ψ+ sont des e´clatements le long de sous-varie´te´s lisses invariantes et Σ1 est
encore pi-non singulier.
Faisons le point : le the´ore`me 3.1 est de´montre´ pour une application re´gulie`re ϕ : XΣ′ → XΣ
birationnelle e´quivariante entre deux varie´te´s toriques projectives lisses de dimension n si on peut
contruire un cobordisme birationnel B˜ quasi-projectif d’e´ventail Σ˜ pi-non singulier dans N+Q
tel que pi(∂−(Σ˜)) = Σ
′ et pi(∂+(Σ˜)) = Σ.
880-14
Un tel e´ventail Σ˜ va eˆtre obtenu en pi-de´singularisant l’e´ventail Σ, son existence est garantie
par le the´ore`me de pi-de´singularisation de Morelli, qui fait l’objet du paragraphe suivant.
3.4. Le the´ore`me de pi-de´singularisation
Les notations sont celles du paragraphe pre´ce´dent. Le the´ore`me suivant est duˆ a` Morelli
[Mor96] avec une de´monstration incomple`te ; la de´monstration a e´te´ comple´te´e par Abramo-
vich, Matsuki et Rashid [AMR99] [Mat00].
The´ore`me 3.2.— Soit Σ un e´ventail de N+Q. Alors il existe un e´ventail pi-non-singulier de N
+
Q
obtenu par une suite finie de subdivisions e´toile´es de Σ. De plus, la proce´dure de pi-de´singula-
risation n’affecte pas les coˆnes pi-non-singuliers de Σ.
3.5. De´monstration du the´ore`me de factorisation faible torique
On termine la de´monstration du the´ore`me de factorisation, qui repose sur le lemme de Chow
torique (voir par exemple [Oda88]) et la leve´e des inde´terminations torique due a` De Concini-
Procesi [DCP85].
The´ore`me 3.3.— Soit X une varie´te´ torique comple`te. Alors il existe une varie´te´ torique
projective lisse X˜ et une application re´gulie`re birationnelle e´quivariante ϕ : X˜ → X.
The´ore`me 3.4.— Soit ϕ : X 99K X ′ une application birationnelle e´quivariante entre deux
varie´te´s toriques comple`tes lisses. Alors il existe une suite d’e´clatements le long de sous-varie´te´s
invariantes de codimension deux ψ : X¯ → X telle que ϕ ◦ ψ : X¯ → X ′ soit une application
re´gulie`re birationnelle e´quivariante.
De ces deux re´sultats, de´duisons une version pre´cise du the´ore`me de Moishezon torique :
The´ore`me 3.5.— Soit X une varie´te´ torique lisse et comple`te. Alors il existe une varie´te´
torique projective lisse X˜ obtenue a` partir de X par suite d’e´clatements le long de sous-varie´te´s
invariantes de codimension deux ψ : X˜ → X.
De´monstration. Soit ϕ : X˜ → X donne´e par le the´ore`me 3.3, ou` X˜ est projective lisse. Ap-
pliquons le the´ore`me 3.4 a` ϕ−1 : il y a une suite d’e´clatements le long de sous-varie´te´s invariantes
de codimension deux ψ : X¯ → X de sorte que h = ϕ−1◦ψ : X¯ → X˜ soit une application re´gulie`re
birationnelle. Comme ψ est un morphisme projectif et puisque ϕ ◦ h = ψ, h est aussi un mor-
phisme projectif, et comme X˜ est projective, on en de´duit que X¯ est projective.
Application : soit ϕ : X1 99K X2 une application birationnelle entre deux varie´te´s toriques
comple`tes et lisses. Par le the´ore`me 3.5, il y a des varie´te´s toriques projectives lisses X˜1 et X˜2 et
deux suites d’e´clatements le long de sous-varie´te´s invariantes de codimension deux ψ1 : X˜1 → X1
et ψ2 : X˜2 → X2. Soit ϕ˜ = ψ
−1
2 ◦ ϕ ◦ ψ1 : X˜1 99K X˜2. Par le the´ore`me 3.4, il existe une suite
d’e´clatements le long de sous-varie´te´s invariantes de codimension deux ψ : X¯1 → X˜1 telle que
ϕ˜◦ψ : X¯1 → X˜2 soit une application re´gulie`re birationnelle e´quivariante. Comme X¯1 et X˜2 sont
projectives lisses, il y a d’apre`s les paragraphes pre´ce´dents une factorisation faible pour ϕ˜ ◦ψ et
par suite une factorisation faible pour ϕ. Ceci ache`ve la de´monstration du the´ore`me 3.1.
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3.6. Extension au cas toro¨ıdal
Il y a une classe de varie´te´s alge´briques posse´dant essentiellement les meˆmes proprie´te´s que
les varie´te´s toriques.
De´finition. Soit V une varie´te´ alge´brique et U un ouvert de V . Le plongement U ⊂ V est un
plongement toro¨ıdal si pour tout x ∈ V , il y a un voisinage Vx de x dans V , une varie´te´ torique
Xx et une application e´tale ηx : Vx → Xx telle que η
−1
x (Tx) = Vx ∩ U .
Comme dans le cas torique, il y a une notion naturelle de morphismes toro¨ıdaux et d’appli-
cations birationnelles toro¨ıdales entre plongements toro¨ıdaux. De plus, il y a une stratification
naturelle de V et les adhe´rences des strates correspondent formellement aux adhe´rences d’orbites
dans les varie´te´s toriques. Enfin, un plongement toro¨ıdal est de´crit par un complexe polye´dral
conique rationnel qui joue exactement le roˆle de l’e´ventail d’une varie´te´ torique (a` ceci pre`s que
ce complexe est de´fini abstraitement et qu’il ne se plonge en ge´ne´ral pas line´airement dans un
espace vectoriel NQ). Les re´sultats de la ge´ome´trie birationnelle des varie´te´s toriques (existence
de de´singularisation, leve´e des inde´terminations par e´clatements de centres lisses, etc.) s’e´tendent
sans trop de difficulte´s au cas des plongements toro¨ıdaux (voir [KKMS73] ou [AbO97] p. 69-73).
Il en est de meˆme pour le the´ore`me de factorisation comme l’ont remarque´ Abramovich, Matsuki
et Rashid [AMR99].
The´ore`me 3.6.— Soit ϕ : (U1 ⊂ X1) 99K (U2 ⊂ X2) une application birationnelle toro¨ıdale
entre deux plongements toro¨ıdaux lisses sur K, X1 et X2 comple`tes. Alors, ϕ se factorise en
une suite d’e´clatements et de contractions de centres lisses e´gaux a` des adhe´rences de strates.
4. STRUCTURES TOROI¨DALES ET COBORDISME BIRATIONNEL
Le but de cette partie est de de´composer un cobordisme birationnel donne´ en une suite de
cobordismes birationnels (en ge´ne´ral singuliers) toro¨ıdaux. L’ide´e est la suivante : si on e´clate
un faisceau d’ide´aux I sur une varie´te´ alge´brique, on obtient une nouvelle varie´te´ alge´brique avec
un diviseur bien de´termine´ puisque I devient principal apre`s e´clatement. Le comple´mentaire
de son support est alors un candidat pour eˆtre un plongement toro¨ıdal. Lorsque de plus la
varie´te´ alge´brique est munie d’une action de K∗, on peut essayer de construire I de sorte que le
plongement toro¨ıdal obtenu soit compatible avec l’action de K∗.
4.1. Ide´al α-toro¨ıdal
Soit V une varie´te´ alge´brique munie d’une action alge´brique effective de K∗. Pour v ∈ V , on
note Stab(v) le stabilisateur de v (Stab(v) est isomorphe soit a` K∗, soit a` un groupe cyclique
Z/nZ).
Notation. Si α est un entier, on note Jα,v l’ide´al de OV,v engendre´ par les fonctions f ∈ OV,v
Stab(v)-semi-invariantes de Stab(v)-poids α, i.e. pour tout t ∈ Stab(v), t∗(f) = tαf .
Il n’est pas difficile de voir que si z1, . . . , zn sont des ge´ne´rateurs Stab(v)-semi-invariants
de l’ide´al maximal MV,v dont l’existence est assure´e par le the´ore`me de Sumihiro [Sum74]
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[Sum75], alors Jα,v est engendre´ par les monoˆmes z
m1
1 · · · z
mn
n de Stab(v)-poids α (i.e. ve´rifiant
a1m1 + · · · + anmn = α si ai de´signe le Stab(v)-poids de zi). Ceci implique en particulier que
si η : V → X est un morphisme K∗-e´quivariant fortement e´tale entre deux varie´te´s alge´briques
munies d’une action de K∗, alors l’image inverse de Jα,η(v) engendre Jα,v pour tous v ∈ V et
α ∈ Z.
La collection des Jα,v lorsque v de´crit V ne de´finit pas un faisceau d’ide´aux cohe´rent en
ge´ne´ral. Cependant, on a la proposition suivante :
Proposition 4.1.— Soient α ∈ Z et B un cobordisme birationnel lisse quasi-projectif de la
forme Bai (les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Alors, il existe un unique faisceau
d’ide´aux cohe´rent K∗-e´quivariant Iα non nul tel que pour tout v ∈ (B+ ∩ B−) ∪ B
K∗, on a
(Iα)v = Jα,v.
L’ide´al Iα s’appelle le faisceau α-toro¨ıdal associe´ a` l’action de K
∗ sur B. Rappelons que
(B+ ∩ B−) est un ouvert non vide de B et que (B+ ∩ B−) ∪ B
K∗ est l’union des K∗-orbites
ferme´es de B.
De´monstration de la proposition 4.1. Commenc¸ons par l’unicite´ de Iα. Elle est claire sur
(B+ ∩ B−) ∪ B
K∗ . Soit donc v dans le comple´mentaire de (B+ ∩ B−) ∪ B
K∗. L’adhe´rence de
l’orbite de v contient un point fixe. Comme Iα est uniquement de´termine´ en ce point fixe, il
l’est aussi au voisinage puisque Iα est cohe´rent. Par K
∗-e´quivariance, Iα est alors uniquement
de´termine´ en v.
Pour l’existence, la proposition 2.5 permet de recouvrir B par des cartes toriques ηx : Vx → Xx
fortement e´tales. Comme ((B+∩B−)∪B
K∗)∩Vx est l’image inverse par ηx de ((Xx)+∩(Xx)−)∪
(Xx)
K∗ , il suffit de construire un faisceau α-toro¨ıdal sur Xx. Par image inverse, ceci de´finit un
faisceau α-toro¨ıdal sur Vx et l’unicite´ de´ja` prouve´e entraˆıne que ces faisceaux ainsi construits se
recollent en un faisceau sur B. Le lemme suivant [AKMW99] ache`ve donc la preuve.
Lemme 4.2.— Soit X une varie´te´ torique affine lisse de´finie par un coˆne re´gulier σ d’un re´seau
N et soit a ∈ N un e´le´ment primitif correspondant a` une action effective deK∗ d’un sous-groupe
a` un parame`tre de T . On suppose de plus que a n’appartient pas a` σ ∪−σ (ceci correspond au
fait que B+ ∩ B− est non vide). Alors, pour tout α ∈ Z, le faisceau Iα existe, est non nul et
engendre´ par les monoˆmes zm ou` m ∈ σˇ avec 〈m,a〉 = α.
Remarquons qu’il n’est pas utile d’apre`s ce lemme de calculer explicitement les stabilisateurs
Stab(v). Donnons un exemple concret, que nous utiliserons aussi dans la suite :
Exemple “(2, 1,−1)”. Soit X = K3 munie de l’action du sous-groupe a` un parame`tre a =
(2, 1,−1) (i.e. λa(t)(z1, z2, z3) = (t
2z1, tz2, t
−1z3)), alors I2 (resp. I1, resp. I−1) est le faisceau
d’ide´aux engendre´ par z1 et z
2
2 (resp. z
2
1z3 et z2, resp. z3).
4.2. Plongements toro¨ıdaux avec action toro¨ıdale de K∗
Soit V une varie´te´ alge´brique munie d’une action alge´brique de K∗. On suppose que l’action
de K∗ est localement torique au sens ou` on peut recouvrir V par des cartes toriques fortement
e´tales. Soit D un diviseur effectif de V et U l’ouvert V \ Supp(D).
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De´finition. On dit que U est un plongement toro¨ıdal avec action toro¨ıdale de K∗ si pour
tout x ∈ V , il y a un voisinage K∗-invariant et affine Vx de x, une varie´te´ torique affine Xx
avec une action de K∗ d’un sous-groupe a` un parame`tre et un morphisme K∗-e´quivariant e´tale
ηx : Vx → Xx tel que η
−1
x (Tx) = Vx ∩ U (ou` Tx de´signe le tore dense de Xx). On appelle carte
toro¨ıdale e´tale en x la donne´e d’une telle ηx : Vx → Xx. D’apre`s le lemme fondamental de Luna,
si une telle carte existe, en restreignant l’ouvert Vx, on peut la supposer de plus fortement e´tale.
Exemples. Soit X la varie´te´ torique K2 de´finie par un coˆne re´gulier σ = 〈v1, v2〉 d’un re´seau
N et soit a = (a1, a2) ∈ N un e´le´ment primitif correspondant a` une action effective de K
∗ d’un
sous-groupe a` un parame`tre de T . Soit Dv1 = {(z1, z2) ∈ K
2 | z1 = 0} et Dv2 = {(z1, z2) ∈
K2 | z2 = 0}. Alors, U = K
2 \ (Dv1 ∪Dv2) est un plongement toro¨ıdal avec action toro¨ıdale de
K∗ quel que soit le choix du sous-groupe a` un parame`tre a. En revanche, U = K2 \Dv1 est un
plongement toro¨ıdal avec action toro¨ıdale de K∗ si et seulement si a = ±v1. Ge´ome´triquement,
ceci signifie que l’action de K∗ sur K2 est produit de l’action triviale sur {0}×K et d’une action
d’un sous-groupe a` un parame`tre de la varie´te´ torique K× {0} et que le diviseur Dv2 est e´gal a`
K× {0}.
Cet exemple se ge´ne´ralise en le lemme suivant [AKMW99] :
Lemme 4.3.— Soit X une varie´te´ torique de´finie par un e´ventail Σ d’un re´seau N et soit a ∈ N
un e´le´ment primitif correspondant a` une action effective de K∗ d’un sous-groupe a` un parame`tre
de T , soient D un diviseur torique effectif de X et U = X \ Supp(D). Les assertions suivantes
sont e´quivalentes :
(i) pour tout coˆne σ de Σ et tout diviseur torique E de l’ouvert torique affine Uσ ⊂ X, si E
n’est pas dans Supp(D), alors il existe une varie´te´ torique affine Xσ′ telle que :
Uσ ≃ Xσ′ ×K et E ≃ Xσ′ × {0}
de sorte que l’action de K∗ sur Uσ soit le produit de l’action d’un sous-groupe a` un
parame`tre sur Xσ′ et de l’action triviale sur K,
(ii) U est un plongement toro¨ıdal avec action toro¨ıdale de K∗.
Remarquons que l’implication (i) implique (ii) est aise´e, c’est la seule utilise´e dans la suite.
4.3. Faisceaux toro¨ıdaux et plongements toro¨ıdaux
Soit B un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif de dimension n+ 1 de la forme Bai
(les notations sont celles des parties 2.5 et 2.6). Fixons nous une famille finie de cartes toriques
fortement e´tales ηx : Vx → Xx recouvrant B. Dans Xx, l’action de K
∗ correspond a` celle d’un
sous-groupe a` un parame`tre : concre`tement Xx est isomorphe a` K
m × (K∗)n+1−m et l’action
de K∗ est de la forme t · (x1, . . . , xn+1) = (t
α1x1, . . . , t
αn+1xn+1) pour certains poids entiers
α1, . . . , αn+1.
Notation. On note A une famille finie d’entiers telle que pour toute carte torique fortement
e´tale ηx : Vx → Xx, tous les poids α1, . . . , αn+1 de l’action de K
∗ appartiennent a` A. Une telle
famille d’entiers sera dite admissible.
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De´finition. Si A est une famille admissible d’entiers, on note IA le faisceau d’ide´aux sur B
de´fini par IA =
∏
α∈A Iα. Un tel faisceau d’ide´aux sur B est appele´ faisceau toro¨ıdal.
Notation. Si IA est un faisceau toro¨ıdal, on note piA : B
tor
IA
→ B la normalisation de l’e´clatement
de B de centre le faisceau d’ide´aux IA. Comme IA est K
∗-e´quivariant, la varie´te´ BtorIA est
naturellement munie d’une action alge´brique de K∗ faisant de piA un morphisme e´quivariant.
On note DtorIA le diviseur de´fini par le faisceau inversible pi
−1
A (IA)OBtorIA
et U torIA le comple´mentaire
de son support dans BtorIA .
La proposition suivante est le coeur de cette partie :
Proposition 4.4.— La varie´te´ alge´brique BtorIA est un cobordisme birationnel quasi-projectif.
L’ouvert U torIA est un plongement toro¨ıdal avec action toro¨ıdale de K
∗. Enfin, (BtorIA )+ = pi
−1
A (B+)
et (BtorIA )− = pi
−1
A (B−).
De´monstration. Montrons que l’ouvert U torIA est un plongement toro¨ıdal avec action toro¨ıdale
de K∗. A nouveau, il suffit de traiter le cas torique, autrement dit de montrer ce re´sultat dans
chacune des cartes toriques fortement e´tales conside´re´es au de´but de la construction. Le lemme
suivant donne donc le re´sultat.
Lemme 4.5.— Soit X la varie´te´ torique affine lisse Km × (K∗)n+1−m avec une action de K∗
de la forme t · (x1, . . . , xn+1) = (t
α1x1, . . . , t
αn+1xn+1) pour certains poids entiers α1, . . . , αn+1.
Soit A une famille d’entiers contenant α1, . . . , αn+1 et IA le faisceau toro¨ıdal associe´. Soient
piA : X
tor
IA
→ X la normalise´e de l’e´clatement de centre IA, D
tor
IA
le diviseur de´fini par le faisceau
inversible pi−1A (IA)OBtorIA
et U torIA le comple´mentaire de son support dans B
tor
IA
. Alors U torIA est un
plongement toro¨ıdal avec action toro¨ıdale de K∗.
De´monstration. Les diviseurs toriques de XtorIA non inclus dans Supp(D
tor
IA
) (les seuls a` conside´rer
d’apre`s le lemme 4.3) sont des transforme´es strictes de diviseur Di := {x ∈ X |xi = 0}. Soit
donc i dans {1, . . . , n + 1}. Evidemment, le monoˆme xi appartient au faisceau αi-toro¨ıdal Iαi .
Si ce dernier est principal engendre´ par xi, alors Di est dans Supp(D
tor
IA
). Sinon, soit Xi la
normalise´e de l’e´clatement du faisceau αi-toro¨ıdal Iαi . Il est aise´ de ve´rifier que Di satisfait
l’assertion (i) du lemme 4.3. La suite de la de´monstration consiste a` remarquer que XtorIA est
obtenu en normalisant l’e´clatement de centre Iα1 , puis en normalisant l’e´clatement de centre
l’image inverse de Iα2 , etc.
Reprenons l’exemple “(2, 1,−1)” : X = K3 munie de l’action du sous-groupe a` un parame`tre
(2, 1,−1). On prend ici A = {−1, 1, 2}. Si X est de´finie par un coˆne re´gulier σ = 〈v1, v2, v3〉,
alors XtorIA est la varie´te´ torique d’e´ventail Σ obtenu en subdivisant σ en les trois coˆnes : σ1 =
〈v1, 2v1+v2, v3〉, σ2 = 〈v1+v2, v3, 2v1+v2, v2+v3〉 et σ3 = 〈v1+v2, v2+v3, v2〉. Le diviseur D
tor
IA
est le diviseur Dv3 ∪Dv1+v2 ∪D2v1+v2 ∪Dv2+v3 . Seul les coˆnes σ1 et σ3 sont a` conside´rer pour
ve´rifier l’assertion (i) du lemme 4.3, avec E = Dv1 pour σ1 et E = Dv2 pour σ3. L’assertion (i)
est satisfaite car a = (2, 1,−1) appartient au re´seau engendre´ par v1+ v2 et v2+ v3 et au re´seau
engendre´ par 2v1 + v2 et v3.
Corollaire 4.6.— Soit Bai un cobordisme birationnel lisse et quasi-projectif obtenu dans le
paragraphe 2.5. Choisissons un faisceau toro¨ıdal IAi et notons piAi : B
tor
ai → Bai la normalise´e
de l’e´clatement de centre IAi . Alors, il y a un diagramme commutatif :
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(Btorai )−/K
∗
(piAi )−
vvmm
mm
mm
mm
mm
mm
ϕtori
//___ (Btorai )+/K
∗
(piAi )+
((R
RR
RR
RR
RR
RR
RR
Vi = (Bai)−/K
∗
ϕi
//_____________________ (Bai)+/K
∗ = Vi+1
Faisons le point : la varie´te´ Btorai contient l’ouvert U
tor
IAi
comme plongement toro¨ıdal avec
action de K∗ si bien que ϕtori est une application birationnelle toro¨ıdale au sens ou` pour tout
x ∈ Btorai il y a une carte en x toro¨ıdale fortement e´tale ηx : V
tor
x → Xx (donc ve´rifiant η
−1
x (Tx) =
V torx ∩ U
tor
IAi
) induisant un diagramme commutatif :
(V torx )−/K
∗
(ηx)−/K∗

ϕtori
//___ (V torx )+/K
∗
(ηx)+/K∗

(Xx)−/K
∗ //____ (Xx)+/K
∗
ou` (Xx)−/K
∗
99K (Xx)+/K
∗ est une application birationnelle entre varie´te´s toriques. Dans la
partie suivante, on explique comment on peut obtenir un re´sultat analogue en restant dans le
cadre des varie´te´s non singulie`res.
5. DE´SINGULARISATION CANONIQUE ET DE´MONSTRATION DU
THE´ORE`ME DE FACTORISATION
5.1. De´singularisation canonique
Sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle, on sait depuis Hironaka [Hir64] que
toute varie´te´ alge´brique peut eˆtre de´singularise´e par une suite d’e´clatements le long de centres
lisses. A partir de la dimension trois, il n’y a pas de de´singularisation minimale et il n’y a pas de
choix naturel d’un mode`le non singulier pour une varie´te´ alge´brique donne´e. Cependant, avec
les travaux de Bierstone-Milman [BiM97], Encinas-Villamayor [EnV97] et Villamayor [Vil89],
on peut parler de de´singularisation “canonique”.
De´finition. Une re´solution canonique des singularite´s est un algorithme qui a` toute varie´te´
alge´brique X associe une suite uniquement de´termine´e d’e´clatements le long de centres lisses
r : Xres → X satisfaisant : pour tout morphisme lisse Y → X, la varie´te´ Y res est e´gale au
produit fibre´ Y ×X X
res.
Une re´solution canonique des singularite´s a les proprie´te´s suivantes de´coulant de la de´finition :
• les centres des e´clatements sont au-dessus du lieu singulier de X,
• toute famille d’automorphismes (θg)g∈G d’une varie´te´ X parame´tre´e par une varie´te´ non
singulie`re G se rele`ve en une famille d’automorphismes de Xres. Ceci s’applique en par-
ticulier au cas de l’action d’un groupe alge´brique.
De telles re´solutions canoniques des singularite´s existent d’apre`s Bierstone-Milman, Encinas-
Villamayor, Hironaka ou Villamayor.
Les algorithmes connus de re´solutions canoniques des singularite´s ont la proprie´te´ supple´men-
taire suivante : pour tout faisceau d’ide´aux cohe´rent I ⊂ OX sur une varie´te´ non singulie`re X,
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il existe une suite uniquement de´termine´e d’e´clatements le long de centres lisses p : Xcan → X
de sorte que p−1(I)OXcan soit principal et pour tout morphisme lisse f : Y → X, la suite
correspondante d’e´clatements p′ : Y can → Y de sorte que (p′)−1(f∗I)OY can soit principal est
e´gale au produit fibre´ Y ×X X
can → Y . (Attention, p : Xcan → X de´pend de I mais nous
n’avons pas inclus I dans la notation pour ne pas alourdir la suite.)
Dore´navant, on se fixe une re´solution canonique des singularite´s.
La proposition suivante est le coeur de cette partie :
Proposition 5.1.— Avec les notations du corollaire 4.6, il y a un diagramme commutatif de
varie´te´s alge´briques :
V cani−
pi−
vvmm
mm
mm
mm
mm
mm
mm
m
hi−

ϕcani
//______ V cani+
pi+
((Q
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
hi+

V resi
ri

(Btorai )−/K
∗
(piAi )−
vvmm
mm
mm
mm
mm
mm
ϕtori
//___ (Btorai )+/K
∗
(piAi )+
((R
RR
RR
RR
RR
RR
RR
V resi+1
ri+1

Vi = (Bai)−/K
∗
ϕi
//_____________________ (Bai)+/K
∗ = Vi+1
ou`
(i) pi− et pi+ sont deux suites d’e´clatements le long de centres lisses,
(ii) si U cani− = h
−1
i− ((U
tor
IAi
)−/K
∗) et U cani+ = h
−1
i+ ((U
tor
IAi
)+/K
∗), alors (U cani− ⊂ V
can
i− ) et (U
can
i+ ⊂
V cani+ ) sont des plongements toro¨ıdaux et ϕ
can
i est birationnelle toro¨ıdale.
Expliquons la construction de ce diagramme. Il s’agit de montrer dans un premier temps que
(piAi)− est l’e´clatement d’un faisceau d’ide´aux (Ii)− sur Vi. C’est plus facile si l’on suppose que
la famille admissible Ai est choisie ve´rifiant∑
α∈Ai
α = 0,
ce qu’il est toujours possible de faire en rajoutant un entier a` la famille admissible initialement
choisie. Alors, le faisceau toro¨ıdal IAi sur Bai est engendre´ par des fonctions invariantes d’apre`s
le lemme 4.2, donc provient d’un faisceau d’ide´aux Ii sur Bai//K
∗. Le faisceau d’ide´aux (Ii)− sur
Vi est alors obtenu par image inverse Vi = (Bai)−/K
∗ → Bai//K
∗. Le morphisme pi− : V
can
i− →
V resi est la suite d’e´clatements uniquement de´termine´e rendant r
−1
i ((Ii)−)OV resi principal et hi−
est l’unique morphisme induit par la proprie´te´ universelle de l’e´clatement d’un faisceau d’ide´aux.
La ve´rification du point (ii) se fait a` nouveau dans les cartes toriques fortement e´tales utilise´es
pour construire le faisceau toro¨ıdal IAi , on renvoie a` [AKMW99] pour les de´tails.
Corollaire 5.2.— Soit ϕ : X1 → X2 une application re´gulie`re birationnelle entre deux
varie´te´s projectives lisses. Alors, ϕ se factorise en une suite d’e´clatements et de contractions de
centres lisses.
De´monstration. C’est une conse´quence imme´diate de tout ce qui pre´ce`de : il suffit d’appliquer
le the´ore`me 3.6 a` chaque ϕcani et de remarquer que puisque X1 et X2 sont lisses, alors X1 =
V0 = V
res
0 et X2 = Vm+1 = V
res
m+1.
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5.2. Fin de la de´monstration du the´ore`me de factorisation
Elle se termine exactement comme dans le cas torique, a` l’aide du the´ore`me de Moishezon
[Moi67]. La leve´e des inde´terminations, due a` Hironaka [Hir75] dans le cadre ge´ne´ral se formule
ainsi :
The´ore`me 5.3.— Soit ϕ : X 99K X ′ une application birationnelle entre deux varie´te´s comple`-
tes lisses. Alors il existe une suite d’e´clatements le long de sous-varie´te´s lisses ψ : X¯ → X telle
que ϕ ◦ ψ : X¯ → X ′ soit une application re´gulie`re birationnelle.
Le lemme de Chow (voir [Har77] p. 107) est lui aussi valable en ge´ne´ral :
The´ore`me 5.4.— Soit X une varie´te´ alge´brique comple`te. Alors il existe une varie´te´ projective
lisse X˜ et une application re´gulie`re birationnelle ϕ : X˜ → X.
On de´duit de ces re´sultats le the´ore`me de Moishezon [Moi67] comme dans le cas torique :
The´ore`me 5.5.— Soit X une varie´te´ alge´brique lisse et comple`te. Alors il existe une varie´te´
projective lisse X˜ obtenue a` partir de X par suite d’e´clatements le long de sous-varie´te´s lisses
ψ : X˜ → X.
Ceci permet enfin de ramener le the´ore`me de factorisation au corollaire 5.2.
6. APPENDICE : DE´MONSTRATION DU THE´ORE`ME DE
pi-DE´SINGULARISATION
6.1. Outils et re´sultats interme´diaires principaux.
Les notes qui suivent sont une reprise de [AMR99], avec une simplification de la de´monstration
de la proposition 6.5.
6.1.1. Relation de pi-de´pendance, pi-multiplicite´ et pi-profil de multiplicite´. Soit
η = 〈ρ1, . . . , ρk〉
un coˆne simplicial de N+ et pour 1 ≤ i ≤ k, soit vi le ge´ne´rateur dans N de l’areˆte engendre´e
par pi(ρi). Il existe alors un unique wi dans Q tel que ρi soit proportionnel a` (vi, wi).
De´finition. Si η est pi-inde´pendant, on de´finit la pi-multiplicite´ de η, note´e pi-mult(η) comme
e´tant la multiplicite´ du coˆne pi(η) (e´gale a` l’indice dans le re´seau engendre´ par pi(η) du sous-
groupe Zv1⊕· · ·⊕Zvk). Remarquons que η est pi-non-singulier si et seulement si pi-mult(η) = 1.
On de´finit le pi-profil de multiplicite´ de η, note´ pi-mp(η), comme e´tant le quadruplet pi-mp(η) :=
(pi-mult(η), 0, 0, 0).
Si η est pi-de´pendant, comme le noyau de pi est de dimension 1, il existe une unique relation
de pi-de´pendance
k∑
i=1
rivi = 0 avec max{|ri| ; 1 ≤ i ≤ k} = 1 et
k∑
i=1
riwi > 0.
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Pour 1 ≤ i ≤ k, on note ηi la face de codimension 1 de η suivante :
ηi = 〈ρ1, . . . , ρˇi, . . . , ρk〉.
Le lemme suivant est e´le´mentaire et essentiel :
Lemme 6.1.— (i) La face ηi est pi-inde´pendante si et seulement si ri 6= 0.
(ii) Si ηi et ηj sont toutes deux pi-inde´pendantes, alors |rj |pi-mult(ηi) = |ri|pi-mult(ηj).
Notation. Introduisons les ensembles : I1(η) = {i ; ri = 1} , I+(η) = {i ; ri > 0} , I−1(η) =
{i ; ri = −1} , I−(η) = {i ; ri < 0} et i1(η), i+(η), i−1(η) et i−(η) leur cardinal respectif.
De´finition. Si η est pi-de´pendant, on de´finit la pi-multiplicite´ de η comme e´tant le maximum des
pi-multiplicite´s des faces ηi pour i ∈ I+(η) ∪ I−(η). Autrement dit, pi-mult(η) est le maximum
des pi-multiplicite´s des faces pi-inde´pendantes de η. On de´finit le pi-profil de multiplicite´ de η,
note´ pi-mp(η), comme e´tant le quadruplet
pi-mp(η) := (pi-mult(η), 0, 0, 0) si i1(η) + i−1(η) = 1,
et
pi-mp(η) := (pi-mult(η), 1, i+(η) + i−(η), i1(η) + i−1(η)) si i1(η) + i−1(η) ≥ 2.
Remarquons que la quantite´ kη = i+(η) + i−(η) est la dimension de l’unique circuit contenu
dans η.
Notations. Soit Σ un e´ventail de N+Q . On note gΣ le maximum (pour l’ordre lexicographique)
des pi-mp(η) lorsque η de´crit tous les coˆnes maximaux de Σ (i.e. non contenus strictement dans
un coˆne de Σ) et sΣ le nombre de coˆnes maximaux atteignant ce maximum. Alors le pi-profil de
multiplicite´ de Σ est le quintuplet :
pi-mp(Σ) := (gΣ, sΣ).
6.1.2. Faces code´finies. Soit η = 〈ρ1, . . . , ρk〉 un coˆne pi-de´pendant de N
+
Q et τ une face pi-
inde´pendante de η. Si
k∑
i=1
rivi = 0
est la relation de pi-de´pendance de η, on dit que τ est code´finie par rapport a` η si ses ge´ne´rateurs
sont inclus dans {ρi , ri ≥ 0} ou dans {ρi , ri ≤ 0}. Evidemment, si τ est une face de τ
′ ou` τ ′
est code´finie par rapport a` η, alors τ est code´finie par rapport a` η.
Si τ = 〈ρ1, . . . , ρl〉 est un coˆne pi-inde´pendant de N
+
Q , et si vi est le ge´ne´rateur dans N de
l’areˆte engendre´e par pi(ρi), on note :
par(pi(τ)) = {v ∈ N ; v =
l∑
i=1
aivi , 0 < ai < 1}.
Remarquons que si η est un coˆne pi-singulier de N+Q , et si τ est une face pi-inde´pendante et
pi-singulie`re de η de dimension minimale, alors par(pi(τ)) 6= ∅.
La proposition suivante est le re´sultat central de ce paragraphe. Elle illustre parfaitement
l’utilite´ des faces code´finies.
880-23
Proposition 6.2.— Soit η un coˆne pi-de´pendant de N+ et τ une face pi-inde´pendante de η.
Soit v ∈ par(pi(τ)) et ρ ∈ N+Q dans l’inte´rieur relatif de τ tel que pi(ρ) = v. Soit η
′ l’e´ventail
obtenu par subdivision e´toile´e de η par rapport a` ρ. Si τ est code´finie par rapport a` η, alors
pi-mp(η′) ≤ pi-mp(η) et si de plus τ est contenue dans une face γ de codimension 1 de η de
pi-multiplicite´ maximale, alors pi-mp(η′) < pi-mp(η).
De´monstration. Notons τ = 〈ρ1, . . . , ρm〉 et η = 〈ρ1, . . . , ρn〉 avec n > m. On note ρ =
∑m
i=1 aiρi
et soit
∑n
i=1 rivi = 0 la relation de pi-de´pendance de η.
Les coˆnes maximaux de η′ sont les ηα = 〈ρ, ρ1, . . . , ρˇα, . . . , ρm, . . . , ρn〉 pour 1 ≤ α ≤ m.
Nous allons estimer pi-mp(ηα).
Les faces nouvelles de ηα (i.e. les faces de ηα qui ne sont pas face de η) sont les
γαβ = 〈ρ, ρ1, . . . , ρˇα, . . . , ρˇβ , . . . , ρn〉
pour β 6= α. Supposons que γαβ est pi-inde´pendante et remarquons que cela implique que rα 6= 0
ou rβ 6= 0.
• si β ≥ m+ 1, alors
pi-mult(γαβ) = |det(v, v1, . . . , vˇα, . . . , vˇβ, . . . , vn)|
= aα|det(v1, . . . , vˇβ , . . . , vn)|
≤ aα pi-mult(η) < pi-mult(η).
• si β ≤ m, alors
pi-mult(γαβ) = |aα det(vα, v1, . . . , vˇα, . . . , vˇβ, . . . , vn)
+aβ det(vβ, v1, . . . , vˇα, . . . , vˇβ , . . . , vn)|.
Pour λ = α ou β, posons mλ = det(vλ, v1, . . . , vˇα, . . . , vˇβ, . . . , vn). De
∑n
i=1 rivi = 0, on
en de´duit que rαmα + rβmβ = 0, et τ e´tant code´finie par rapport a` η, rα et rβ sont de
meˆme signe donc mα et mβ sont de signes oppose´s. De la`
pi-mult(γαβ) = |aαmα + aβmβ|
≤ max(aα|mα|, aβ |mβ|)
≤ max(aα, aβ)pi-mult(η) < pi-mult(η).
Ainsi, pour toute nouvelle face γαβ, on a pi-mult(γαβ) < pi-mult(η).
Enfin, chaque ηα posse`de une unique ancienne face de codimension un :
γα = 〈ρ1, . . . , ρˇα, . . . , ρn〉
et cette face satisfait e´videmment pi-mult(γα) ≤ pi-mult(η).
Le bilan est le suivant : si pi-mult(γα) = pi-mult(η), alors pi-mp(ηα) = (pi-mult(η), 0, 0, 0) et si
pi-mult(γα) < pi-mult(η), alors pi-mp(ηα) < (pi-mult(η), 0, 0, 0).
Notons s′ le nombre de faces de codimension 1 de η ne contenant pas τ et de pi-multiplicite´
maximale et rη le nombre de faces de codimension 1 de η de pi-multiplicite´ maximale.
Alors,
• si s′ = 0, ce qui pre´ce`de montre que pi-mp(ηα) < (pi-mult(η), 0, 0, 0) pour tout α, 1 ≤ α ≤
m, et donc pi-mp(η′) < pi-mp(η).
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• si s′ = 1, on a
pi-mp(η′) = ((pi-mult(η), 0, 0, 0), 1) ≤ pi-mp(η).
De plus, cette ine´galite´ est une e´galite´ si et seulement si rη = s
′ = 1, ce qui ne se produit
pas dans le cas ou` τ est contenue dans une face de codimension 1 de η de pi-multiplicite´
maximale.
• si s′ ≥ 2, on a
pi-mp(η′) = ((pi-mult(η), 0, 0, 0), s′) < pi-mp(η) = ((pi-mult(η), 1, kη , rη), 1).
La proposition 6.2 nous encourage a` fabriquer des faces code´finies. Ce sera l’objet du para-
graphe suivant. Enonc¸ons de`s maintenant le lemme imme´diat suivant :
Lemme 6.3.— Soient η un coˆne pi-de´pendant de N+, τ une face pi-inde´pendante de η et σ
l’unique circuit contenu dans η. Si dim(σ) ≤ 2, alors τ est code´finie par rapport a` η.
6.1.3. Subdivision e´toile´e positive et ne´gative. Soient Σ un e´ventail de N+Q et σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉
un circuit de Σ. Si
k∑
i=1
rivi = 0
est la relation de pi-de´pendance de σ, on pose
v+ =
∑
i∈I+(σ)
vi et v− =
∑
i∈I−(σ)
vi.
(Attention, v+ et v− ne sont pas ne´cessairement primitifs.) Remarquons que comme σ est un
circuit, on a I+(σ)∪I−(σ) = {1, . . . , k}, autrement dit, tous les ri de la relation de pi-de´pendance
de σ sont non nuls.
Comme
v+ =
∑
i∈I+(σ)
vi =
∑
i∈I+(σ)
(1− εri)vi +
∑
i∈I−(σ)
(−εri)vi,
pour ε petit, v+ est de la forme
∑k
i=1 civi ou` tous les ci sont strictement positifs. Il existe donc ρ+
dans l’inte´rieur relatif de σ tel que pi(ρ+) = v+. Soit Σ
+ l’e´ventail obtenu par subdivision e´toile´e
de Σ par rapport a` ρ+. On l’appelle subdivision e´toile´e positive de Σ par rapport a` σ. (Cette
construction de´pend du choix de ρ+ mais les proprie´te´s que nous e´noncerons n’en de´pendent
pas.) La meˆme construction a` partir de v− donne lieu a` la subdivision e´toile´e ne´gative Σ
− de Σ
par rapport a` σ.
Malheureusement, le pi-profil de multiplicite´ de Σ+ (resp. Σ−) n’est en ge´ne´ral pas infe´rieur
ou e´gal a` celui de Σ. Le lemme facile suivant illustre ne´anmoins l’inte´reˆt des subdivisions e´toile´es
positive et ne´gative :
Lemme 6.4.— Soient η un coˆne pi-de´pendant de N+Q , γ une face de codimension 1 de η de
pi-multiplicite´ maximale. Soit η+ (resp. η−) l’e´ventail obtenu par subdivision e´toile´e positive
(resp. ne´gative) de η par rapport a` l’unique circuit σ contenu dans η. Alors γ est code´finie par
rapport au coˆne maximal de η+ (resp. η−) contenant γ.
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La proposition suivante joue un roˆle crucial dans la de´monstration du the´ore`me de pi-de´sin-
gularisation.
Proposition 6.5.— Soit σ un circuit de N+Q de dimension strictement supe´rieure a` 2. Alors
soit l’e´ventail σ+ obtenu par subdivision e´toile´e positive de σ, soit l’e´ventail σ− obtenu par
subdivision e´toile´e ne´gative de σ satisfait l’une des deux proprie´te´s suivantes (nous notons σ′
l’e´ventail σ+ ou l’e´ventail σ− qui convient) :
A) pour tout coˆne maximal δ′ de σ′, on a pi-mp(δ′) < pi-mp(σ) ; en particulier
pi-mp(σ′) < pi-mp(σ).
B) il existe un coˆne maximal κ′ de σ′ ve´rifiant pi-mp(κ′) = pi-mp(σ) et tel que tout coˆne
maximal δ′ 6= κ′ de σ′ ve´rifie pi-mp(δ′) < pi-mp(σ) ; en particulier
pi-mp(σ′) = pi-mp(σ).
De plus, l’unique ancienne face γ′ de codimension 1 de κ′ est pi-inde´pendante, et ve´rifie
pi-mult(γ′) = pi-mult(κ′) = pi-mult(σ). En particulier, γ′ est code´finie par rapport a` κ′
d’apre`s le lemme 6.4.
Avant de commencer la de´monstration proprement dite, commenc¸ons par un calcul interme´-
diaire : notons σ = 〈ρ1, . . . , ρn〉,
∑n
i=1 rivi = 0 la relation de pi-de´pendance de σ et v+ =∑
i∈I+(σ)
vi = ev¯+ avec v¯+ primitif. Soit enfin ρ+ dans l’inte´rieur relatif de σ tel que pi(ρ+) = v+.
Les coˆnes maximaux de σ+ sont de la forme σα = 〈ρ+, ρ1, . . . , ρˇα, . . . , ρn〉 et nous devons
estimer leur pi-profil de multiplicite´ ; chacun d’eux a une face ancienne de codimension un
γα = 〈ρ1, . . . , ρˇα, . . . , ρn〉 et de nouvelles faces
γαβ = 〈ρ+, ρ1, . . . , ρˇα, . . . , ρˇβ, . . . , ρn〉.
Les calculs de pi-multiplicite´ des faces de σα sont faciles :
• si rα > 0 alors
pi-mult(γαβ) =


1
e |pi-mult(γα)− pi-mult(γβ)| si rβ > 0
1
e pi-mult(γβ) si rβ < 0,
• si rα < 0 alors
pi-mult(γαβ) =


1
e pi-mult(γα) si rβ > 0
0 si rβ < 0.
De´monstration de la proposition 6.5.
• supposons qu’une seule face de codimension 1 de σ est de pi-multiplicite´ maximale,
autrement dit pi-mp(σ) = (pi-mult(σ), 0, 0, 0). Ceci signifie que i1(σ) + i−1(σ) = 1 et
on peut supposer que i−1(σ) = 0 et i1(σ) = 1, on note alors α0 le seul indice tel que
rα0 = 1. Montrons que σ
+ satisfait la proprie´te´ B).
En effet, les formules pre´ce´dentes montrent que pi-mult(σα) < pi-mult(σ) pour α 6= α0
(et donc pi-mp(σα) < pi-mp(σ) pour α 6= α0) et que pi-mult(σα0) = pi-mult(σ), la seule
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face de codimension 1 de σα0 de pi-multiplicite´ maximale e´tant γα0 . On en de´duit que
pi-mp(σα0) = pi-mp(σ), et γα0 , e´tant de pi-multiplicite´ maximale, est code´finie par rapport
a` σα0 d’apre`s le lemme 6.4.
• supposons que pi-mp(σ) = (pi-mult(σ), 1, i+(σ) + i−(σ), i1(σ) + i−1(σ)). Dans ce cas,
i1(σ) + i−1(σ) ≥ 2 et on peut supposer que i1(σ) ≥ 1. Montrons que σ
+ satisfait l’une
des proprie´te´s A) ou B) sauf si i−1(σ) = i−(σ) = 1.
(i) si e > 1, les formules pre´ce´dentes montrent que pi-mult(σα) ≤ pi-mult(σ) pour tout
α, et que si pi-mult(σα) = pi-mult(σ), la seule face de codimension 1 de σα de pi-
multiplicite´ maximale est γα. On en de´duit que pi-mp(σα) ≤ (pi-mult(σ), 0, 0, 0) <
pi-mp(σ) pour tout α et donc que σ+ satisfait la proprie´te´ A).
(ii) si e = 1, e´valuons se´pare´ment pi-mp(σα) suivant que rα = −1, −1 < rα < 0, rα = 1
ou 1 > rα > 0.
a) si −1 < rα < 0, les formules pre´ce´dentes montrent que pi-mult(σα) < pi-mult(σ)
et donc que pi-mp(σα) < pi-mp(σ).
b) si 1 > rα > 0, les formules pre´ce´dentes montrent que
pi-mp(σα)


≤ (pi-mult(σ), 0, 0, 0) < pi-mp(σ) si i−1(σ) ≤ 1,
= (pi-mult(σ), 1, kσα , i−1(σ)) si i−1(σ) ≥ 2.
Dans le deuxie`me cas, kσα ≤ kσ = dim(σ) et i−1(σ) < i1(σ) + i−1(σ) donc
pi-mp(σα) < pi-mp(σ).
c) si rα = 1, les formules pre´ce´dentes montrent que
pi-mp(σα) =
{
(pi-mult(σ), 1, kσα , 1 + i−1(σ)) si i−1(σ) 6= 0,
(pi-mult(σ), 0, 0, 0) < pi-mp(σ) si i−1(σ) = 0.
Dans le premier cas, si i1(σ) ≥ 2, σα posse`de une face de codimension 1 pi-
de´pendante (car de pi-multiplicite´ nulle) donc kσα < kσ et par suite pi-mp(σα) <
pi-mp(σ) ; sinon i1(σ) = 1, par suite pi-mp(σα) = pi-mp(σ) et γα, e´tant de pi-
multiplicite´ maximale, est code´finie par rapport a` σα d’apre`s le lemme 6.4.
d) si rα = −1, les formules pre´ce´dentes montrent que
pi-mp(σα) = (pi-mult(σ), 1, kσα , 1 + i+(σ)).
(Remarquons que i+(σ) ≥ i1(σ) ≥ 1). Si i−(σ) ≥ 2, σα posse`de une face de
codimension 1 pi-de´pendante (car de pi-multiplicite´ nulle) donc kσα < kσ et par
suite pi-mp(σα) < pi-mp(σ) ; si i−(σ) = 1, alors
1 + i+(σ) ≥ i1(σ) + i−1(σ) = i1(σ) + 1
et on ne peut conclure a` ce stade de la de´monstration.
Le bilan est cependant le suivant : si i1(σ)+ i−1(σ) ≥ 2 et i1(σ) ≥ 1 alors σ
+ satisfait
l’une des proprie´te´s A) ou B) sauf si i−1(σ) = i−(σ) = 1. De fac¸on syme´trique, si
i1(σ) + i−1(σ) ≥ 2 et i−1(σ) ≥ 1 alors σ
− satisfait l’une des proprie´te´s A) ou B) sauf
si i1(σ) = i+(σ) = 1.
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Le seul cas restant est donc celui ou`
i−1(σ) = i−(σ) = i1(σ) = i+(σ) = 1,
mais alors dim(σ) = 2 ce qui est exclu par l’hypothe`se.
Nous aurons besoin du lemme suivant qui pre´cise la proposition 6.5 :
Lemme 6.6.— Soit Σ un e´ventail de N+, σ un circuit de Σ de dimension strictement supe´rieure
a` 2. Si Star(σ)
′
de´signe l’e´ventail obtenu par la subdivision e´toile´e positive ou ne´gative de Star(σ)
donne´e par la proposition pre´ce´dente, alors
pi-mp(Star(σ)
′
) < pi-mp(Star(σ)) dans le cas A)
et
pi-mp(Star(σ)
′
) = pi-mp(Star(σ)) dans le cas B) .
Indication de de´monstration. On montre que si
pi-mp(σ) = (pi-mult(σ), bσ , kσ, rσ, 1) et pi-mp(σ
′) = (pi-mult(σ′), bσ′ , kσ′ , rσ′ , s
′),
alors il existe des entiers e et s supe´rieurs ou e´gaux a` 1 tels que
pi-mp(Star(σ)) = (pi-mult(σ)e, bσ , kσ, rσ , s)
et
pi-mp(Star(σ)
′
) = (pi-mult(σ′)e, bσ′ , kσ′ , rσ′ , s
′s).
6.2. De´monstration du the´ore`me de pi-de´singularisation.
Soit Σ un e´ventail de N+. La strate´gie est claire : si Σ est pi-non-singulier, il n’y a rien a` faire.
Sinon, il suffit de construire un e´ventail Σ1 obtenu par une suite finie de subdivisions e´toile´es de
Σ n’affectant pas les coˆnes pi-non-singuliers de Σ et ve´rifiant pi-mp(Σ1) < pi-mp(Σ). Si Σ1 est
pi-non-singulier, c’est fini, sinon on recommence. Ce proce´de´ doit s’arreˆter apre`s un nombre fini
d’e´tapes et l’e´ventail obtenu est pi-non-singulier. La construction de Σ1 se fait en trois e´tapes,
illustre´es par la figure 3.
Etape 1. Posons pi-mp(Σ) = (gΣ, sΣ) et choisissons η un coˆne maximal de Σ de pi-profil de
multiplicite´ maximal (i.e. e´gal a` gΣ) et soit σ l’unique circuit contenu dans η.
(i) Supposons que dim(σ) > 2 et appliquons alors la proposition 6.5 ; on note Σ′ l’e´ventail
ainsi obtenu et η′ le sous-e´ventail de Σ′ obtenu en subdivisant η.
• Dans le cas A), le lemme 6.6 assure que pi-mp(Σ′) < pi-mp(Σ). On pose alors Σ1 := Σ.
• Dans le cas B), le lemme 6.6 assure que pi-mp(Σ′) = pi-mp(Σ). Soit γ l’unique face
de codimension 1 de η telle que γ ∩ σ = γ′ (γ′ donne´e par la proposition 6.5). Alors
γ est code´finie par rapport a` l’unique coˆne maximal ν de η′ dont elle est face, elle est
de plus de pi-multiplicite´ maximale.
(ii) Supposons que dim(σ) ≤ 2 et choisissons une face γ de codimension 1 de η, de pi-
multiplicite´ maximale. Comme dim(σ) ≤ 2, γ est code´finie par rapport a` η.
880-28
Le bilan de l’Etape 1 est le suivant : nous avons construit un e´ventail Σ′, subdivision e´toile´e
de Σ, ve´rifiant pi-mp(Σ′) ≤ pi-mp(Σ) avec
(i) un coˆne maximal ν de pi-profil de multiplicite´ maximal,
(ii) une face γ de codimension 1 de ν, de pi-multiplicite´ maximale, code´finie par rapport a` ν.
Choisissons alors τ une face de γ (donc code´finie par rapport a` ν), pi-singulie`re de dimension
minimale, v ∈ par(pi(τ)) et ρ ∈ N+Q dans l’inte´rieur relatif de τ tel que pi(ρ) = v.
Le proble`me a` ce stade est que τ , qui est code´finie par rapport a` ν, ne l’est en ge´ne´ral pas
par rapport aux autres coˆnes maximaux qui la contiennent.
Etape 2. Enonc¸ons la proposition suivante, dont la de´monstration sera donne´e a` la fin de ce
paragraphe :
Proposition 6.7.— Soit Σ un e´ventail de N+, σ un circuit de Σ. Soit τ dans Star(σ), pi-
inde´pendante. Alors il y a une subdivision de Star(σ), note´e Star(σ)
′
, obtenue par une suite
finie de subdivisions e´toile´es positives ou ne´gatives par rapport a` des circuits successifs contenus
dans σ telle que :
(i) pi-mp(Star(σ)
′
) ≤ pi-mp(Star(σ)),
(ii) τ est une face de Star(σ)
′
(i.e. τ n’est pas affecte´e par les subdivisions) et τ est code´finie
par rapport a` tous les coˆnes maximaux de Star(σ)
′
qui la contiennent.
Appliquons cette proposition de la fac¸on suivante a` notre situation : on conside`re l’ensemble
des circuits σ′ diffe´rents de celui contenu dans ν tels que τ est contenu dans Star(σ′) et on
applique la proposition pre´ce´dente a` chacun d’eux (le re´sultat obtenu ne de´pend pas de l’ordre
dans lequel on a conside´re´ les diffe´rents σ′).
Le bilan de l’Etape 2 est alors le suivant : nous avons construit un e´ventail Σ′′, obtenu par
une suite de subdivisions e´toile´es de Σ ve´rifiant pi-mp(Σ′′) ≤ pi-mp(Σ), avec
(i) un coˆne maximal ν de pi-profil de multiplicite´ maximal,
(ii) une face γ de codimension 1 de ν, de pi-multiplicite´ maximale, code´finie par rapport a` ν,
(iii) une face τ de γ (donc code´finie par rapport a` ν), pi-singulie`re de dimension minimale,
v ∈ par(pi(τ)) et ρ ∈ N+Q dans l’inte´rieur relatif de τ tel que pi(ρ) = v. De plus, τ est
code´finie par rapport a` tous les coˆnes maximaux de Σ′′ qui la contiennent.
Etape 3. On note Σ1 l’e´ventail obtenu par subdivision e´toile´e de Σ
′′ par rapport a` ρ.
Comme τ est code´finie par rapport a` tous les coˆnes maximaux de Σ′′ qui la contiennent, on a
pi-mp(Σ1) ≤ pi-mp(Σ
′′) d’apre`s la proposition 6.2, et puisque τ est contenue dans une face γ de
pi-multiplicite´ maximale, on a en fait pi-mp(Σ1) < pi-mp(Σ
′′), ce qui termine la de´monstration
du the´ore`me de pi-de´singularisation.
De´monstration de la proposition 6.7. Si dim(σ) ≤ 2, il n’y a rien a` faire : τ est code´finie
par rapport a` tous les coˆnes maximaux de Star(σ) qui la contiennent. On suppose dore´navant
que dim(σ) > 2.
Si pi-mult(σ) = 1, remarquons que si η est un coˆne maximal contenant σ, alors toutes les faces
de codimension un pi-inde´pendantes de η ont meˆme pi-multiplicite´. Soit Star(σ)
+
la subdivision
e´toile´e positive de Star(σ) par rapport a` σ. Alors pi-mp(Star(σ)
+
) ≤ pi-mp(Star(σ)) par le
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η
•
Etape 1 •
ρ
ρ± ρ±
τ
ν
pi
Etape 3
•
τ
Σ
Σ′
pi-mp(η) est maximal
Etape 2
σ′
Σ′′
ν
ρ ρ
pi-mp(ν) est maximal et τ est
code´finie par rapport a` ν
pi-mp(ν) est maximal et τ est
code´finie par rapport a` tout coˆne
maximal contenant τ
Σ1
pi-mp(Σ1) < pi-mp(Σ)
Figure 3. Le the´ore`me de pi-de´singularisation
lemme 6.6 et la face τ est code´finie par rapport a` tous les coˆnes maximaux de Star(σ)
+
qui la
contiennent d’apre`s le lemme 6.4.
La de´monstration de la proposition 6.7 se fait alors par re´currence sur pi-mult(σ) : subdivisons
une premie`re fois Star(σ) a` l’aide de la proposition 6.5. On a pi-mp(Star(σ)
′
) ≤ pi-mp(Star(σ))
par le lemme 6.6.
Si le cas A) de la proposition 6.5 se produit, les circuits contenus dans Star(σ)
′
sont tous de
pi-multiplicite´ strictement infe´rieure a` celle de σ et on conclut par l’hypothe`se de re´currence.
Si le cas B) de la proposition 6.5 se produit, seul le circuit σ¯ contenu dans κ′ pose un proble`me
a priori car on ne peut pas lui appliquer l’hypothe`se de re´currence. Mais si τ est face d’un coˆne
maximal contenant κ′, alors τ ∩ σ est incluse dans γ′. En effet : e´crivons σ = 〈ρ1, . . . , ρk〉 et
quitte a` renume´roter les ρi, on peut supposer que τ = 〈ρl, . . . , ρk, . . . , ρm〉 pour certains indices
l et m tels que 2 ≤ l ≤ k et m ≥ k (si τ ∩σ = ∅, alors τ est code´finie par rapport a` tous les coˆnes
maximaux de Star(σ) qui la contiennent). Le coˆne κ′ est de la forme 〈ρ, ρ1, . . . , ρˇi, . . . , ρk〉 pour
un certain i tel que 1 ≤ i ≤ k et alors γ′ = 〈ρ1, . . . , ρˇi, . . . , ρk〉. Comme τ est face d’un coˆne
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maximal contenant κ′, on a i ≤ l − 1, c’est-a`-dire γ′ = 〈ρ1, . . . , ρˇi, . . . , ρl, . . . , ρk〉 donc
τ ∩ σ = 〈ρl, . . . , ρk〉 ⊂ γ
′ = 〈ρ1, . . . , ρˇi, . . . , ρl, . . . , ρk〉.
Finalement, comme γ′ est code´finie par rapport a` κ′, τ est code´finie par rapport a` tout coˆne
maximal contenant σ¯.
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